XVIII Всероссийская олимпиада школьников по информатике

Второй тур, Кисловодск, 25 апреля 2006 года

Задача 6. Треугольная реформа
Участникам была предложена задача разрезать многоугольник на минимальное количество треугольников, разрезая только вдоль внутренних диагоналей.

Для начала упомянем, что разрезая вдоль произвольных прямых линий, а не только вдоль диагоналей, невозможно уменьшить количество частей. Ограничение на разрезы было предложено лишь для устранения проблем, связанных с точностью вычислений.

Теперь исследуем, имеет ли смысл разрезать многоугольник вдоль двух пересекающихся внутренних диагоналей:
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Предположим, что вдоль одной из диагоналей разрез уже сделан. Тогда мы имеем два отдельных многоугольника, для каждого из которых требуется решить поставленную задачу. Но ни в одном из них точка O не является вершиной, а значит, по приведенному выше утверждению, можно решить для них задачу, не проводя разрезы через точку O. Значит всегда можно ликвидировать такие пары пересекающихся разрезов.

Впрочем, это не значит, что такие пары разрезов строго увеличивают количество треугольников; вот один из контрпримеров:
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Итак, каждая проведенная внутренняя диагональ делит наш многоугольник на два отдельных независимых многоугольника.

Теперь приведем следующие факты из геометрии.

Факт 1. В любом (простом) многоугольнике с более чем тремя вершинами найдется внутренняя диагональ.

Факт 2. Любой N-угольник можно разрезать на N-2 треугольника.

Построим на базе этих фактов следующий алгоритм.
Алгоритм разделения N-угольника на N-2 треугольника.

При N=3 треугольник сам является единственной искомой областью.

При N>3 найдем произвольную внутреннюю диагональ и разрежем многоугольник вдоль нее. Пусть одна из частей оказалась M-угольником. Тогда другая часть будет иметь N-M+2 вершин (убедитесь в этом!). Запустим наш алгоритм рекурсивно в обеих частях. В одной из них мы получим M-2 треугольника, а в другой — N-M треугольников. Итого имеем N-2 треугольника, что нам и требовалось.

Однако результат работы этого алгоритма может оказаться неоптимальным. Тонкое место в рассуждении – это утверждение о количестве вершин в первой и второй частях. Улучшение может иметь место, если количество вершин в одной или в обеих частей окажется меньше. Это произойдет, если три или четыре вершины, идущие подряд в новом многоугольнике, окажутся на одной прямой. Тогда одну или две из них можно будет перестать рассматривать как вершину.

Это приводит нас к следующим важным определениям.

Определение Диагональю первого типа будем называть внутреннюю диагональ, лежащую на одной прямой ровно с одной стороной многоугольника, имеющей с ней общий конец.
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Определение Диагональю второго типа будем называть внутреннюю диагональ, лежащую на одной прямой с двумя сторонами многоугольника, имеющими с ней общий конец.
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Определение Диагонали обоих типов будем называть особенными диагоналями.

Таким образом, если в предыдущем алгоритме в какой-то момент выбрать не обычную внутреннюю диагональ, а особенную, то суммарное количество вершин в новых двух многоугольниках уменьшится на номер типа этой диагонали. А значит, на это же число уменьшится и количество треугольников в разбиении.

 Теперь задача оптимизации видна: в процессе работы алгоритма требуется использовать множество диагоналей с максимальной суммой номеров типов. К сожалению, использовать абсолютно все особенные диагонали получается не всегда: например, две пересекающиеся особенные диагонали использовать вместе невыгодно.

Исследуем подробно все случаи взаимного расположения двух особенных диагоналей.

· Если диагонали пересекаются (строго пересекаются, а не касаются), то их не следует использовать вместе.

· Если диагонали не имеют общих точек, то их можно использовать вместе.

Особенная внимательность требуется в случае, когда две особенные диагонали выходят из одной вершины. В этом случае имеет значение их тип.
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Если это две диагонали второго типа, то их использовать вместе не следует:
(после разрезания вдоль одной из них точка O перестает быть вершиной в новых многоугольниках)
· Для двух диагоналей первого типа есть четыре различных случая. В первых двух случаях две диагонали нельзя брать вместе по той же причине, что и в предыдущем случае:
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Еще в двух случаях точка O является вершиной в обеих частях и диагонали можно брать вместе, улучшая при этом ответ на задачу:
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· Если эти две особенные диагонали разных типов, то возникают три различных случая. В первых двух диагонали выбирать вместе нельзя:
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И лишь при следующем взаиморасположении диагоналей можно использовать их вместе:
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Зная это, поступим следующим образом: построим граф, в котором вершины – это особенные диагонали, а ребра между вершинами проведены тогда, когда их можно использовать вместе. Кроме того, введем вес вершины, равный типу соответствующей особенной диагонали.

Здесь стоит оценить размер этого графа. Каждая особенная диагональ является продолжением некоторой, хотя бы одной, стороны. В то же время, продолжением каждой стороны может являться не более одной особенной диагонали, поскольку иначе появятся две внутренние диагонали многоугольника, лежащие на одной прямой. Отсюда ясно, что количество особенных диагоналей не превышает количества вершин многоугольника.
В построенном графе требуется найти множество вершин, попарно соединенных ребрами между собой, с наибольшим суммарным весом. Эта задача называется “Задачей о максимальной клике” и является NP-полной. Это наталкивает на мысль, что и наша задача не решается за полиномиальное время.

В то же время экспоненциальное решение задачи придумать несложно. Например, можно перебрать все возможные множества вершин в этом графе (их 2m, где m – количество особенных диагоналей), и для каждого из них проверить, все ли вершины этого множества соединены между собой. Из всех подходящих множеств – выбрать множество с наибольшим весом, оно и будет искомым.

Получив требуемый набор особенных диагоналей, решение изначальной задачи доводится до конца следующим образом:

Разрежем многоугольник вдоль всех особенных диагоналей из найденного набора.

Многоугольник при этом разобьется на некоторое количество меньших многоугольников, в каждом из которых нет особенных диагоналей (иначе их можно было бы добавить в наш максимальный набор). Для каждого из этих многоугольников, следовательно, можно запустить первичный алгоритм, который правильно и оптимально разрежет его на треугольники.
Время работы полученного алгоритма составляет O(2N∙N2).
Имеется также решение с этой асимптотикой, оформленное в виде динамического программирования.

Рассмотрим некоторый многоугольник, появившийся в процессе разрезания исходного многоугольника внутренними диагоналями. Множество вершин этого многоугольника – подмножество вершин изначального, причем порядок обхода этих вершин определяется однозначно.

Таким образом, имеется не более чем 2N многоугольников, подлежащих исследованию, и их удобно идентифицировать масками из N битов.

Применим динамическое программирование, чтобы для каждого такого многоугольника подсчитать количество треугольников в его минимальной триангуляции, зная ответы для всех многоугольников с меньшим количеством вершин.

Для треугольника подсчет очевиден.

Для произвольного выпуклого многоугольника подсчет также не представляет сложности.

Теперь рассмотрим некоторый невыпуклый многоугольник. Выберем в нем минимальную по номеру вершину, угол при которой превышает 180°.

В любой триангуляции из этой вершины должна выходить хотя бы одна диагональ. Проведем из нее все возможные внутренние диагонали. В каждом из случаев многоугольник разделится на два других многоугольника, обработанных ранее. Среди всех вариантов выберем вариант с минимальным суммарным количеством треугольников.
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